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Résumé

Ce S3 Recherche a porté sur un domaine a l'interface entre 'automatique et la physique
quantique : le contrdle quantique. Cette théorie moderne posseéde de nombreuses appli-
cations en théorie de I'information quantique (ordinateur quantique, cryptographie quan-
tique. .. ). Mon travail s’est concentré sur I’étude d’un systeme quantique composé de deux
Qubits (des atomes a deux niveaux d’énergie, des bits quantiques) dans le but de maximiser
leur intrication. Cependant, cela souléve quelques problemes propres a la physique quan-
tique : comment caractériser et controler I'intrication 7 Comment observer et controler un
systeme qui est lui-méme perturbé par notre observation ? Pour surmonter ces difficultés,
nous avons construit une trajectoire de référence adéquate, puis nous nous assurons que le
systeme réel suit cette trajectoire grace a un controle en boucle fermée. Notons que dans
ce rapport, la problématique sera abordée avec le formalisme d’un mathématicien plutot
que celui d’un physicien. Les résultats seront présentés grace a des simulations MATLAB.
Ce travail a mené a la rédaction d'un article scientifique qui sera publié dans I’année.

Je tiens a remercier Pierre Rouchon, Pierre Six, Alain Sarlette et toute ’équipe du CAS
leur accueil chaleureux.
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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Cadre du S3 Recherche

J’ai effectué S3 Recherche sous la direction de Pierre ROUCHON au Centre Automatique
et Systemes (CAS) de Mines ParisTech.

Une particularité de mon S3 recherche fut I'autonomie avec laquelle j’ai travaillée. Pen-
dant les deux premieres semaines du S3 Recherche, Pierre SiX, ancien éleve de 1’école et
doctorant, m’a donné quelques bases de contrdle quantique et m’a fait travailler sur des
simulations de la boite a photons.

Cependant, des que j’ai commencé a travailler sur mon sujet de recherche, j’ai travaillé seul,
prenant rendez-vous avec M. ROUCHON de temps a autre pour discuter de mes avancées
ou de mes impasses. Je remercie ici M. ROUCHON pour sa disponibilité et la clarté de ses
explications.

Ce S3 recherche se situe plus du c6té de la recherche fondamentale que de la recherche ap-
pliquée. Ce qui est établi dans ce rapport pourrait étre 'objet d'une expérience physique,
mais nous ne traiterons ici que des aspects théoriques de I'expérience en la simulant.

1.2 Automatique

L’automatique ou théorie mathématique du controle des systémes est une branche des
mathématiques appliquées relativement moderne puisque les premieres expériences d’au-
tomatique remontent au milieu du 19¢ siecle et les premiers grands développements de
cette théorie (Lyapunov, Hurwitz, Nyquist...) ont eu lieu au début du 20° siecle.
Cette science étudie le comportement de systéemes dynamiques et la fagon dont on peut les
contréler. L’automatique repose sur trois grands thémes :

e Systemes dynamiques : Modélisation du systeme avec le formalisme des variables

d’état, étude de stabilité et de robustesse.
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e Observabilité : Estimation des variables d’état du systeme a partir de capteurs
partiels et/ou imparfaits.
e Commandabilité : Planification de trajectoire, stabilisation du systéme autour d’une
trajectoire de référence a I’aide d’actionneurs.
Ces trois notions seront largement abordées dans ce rapport. Tout d’abord, nous allons
chercher a modéliser le systeme quantique, puis nous chercherons a le commander et a
I’observer.

1.3 L’expérience mere : la boite a photons

En 2012, Serge Haroche obtient le prix Nobel de physique pour avoir réussi a observer
des photons sans les détruire grace a l'expérience de la boite a photons. Cette expérience
est également la premiere expérience de controle quantique par rétroaction en temps réel.
Pierre Rouchon et Mazyar Mirrahimi ont joué un grand réle dans le controle et ’observation
des photons lors de cette expérience [1].

Au début de mon S3 Recherche, j’ai donc travaillé sur la modélisation de cette expérience
fondamentale pour comprendre les bases du controle quantique.

Ol t; t 6,0
Control “u” = a HPul Y
Detection in |g) or |e)

F1GURE 1.1 — Schéma simplifié du fonctionnement de la boite a photons. Un atome a 2
niveaux d’énergie (& gauche) est préparé puis envoyé au travers d’'une cavité dans laquelle
vivent des photons. Lorsque 'atome sort, on mesure son état. La modification de ’état
de T'atome lors du passage dans la cavité nous informe sur le nombre de photons dans
cette cavité. On peut alors rajouter un contréne u pour contréler ce nombre de photons en
moyenne.
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photobap. jpg

FIGURE 1.2 — L’équipe de controle quantique du CAS et le physicien Igor DOTSENKO
devant la boite a photons.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GENERALE

1.4 Contrdle quantique

Le controle quantique est un secteur récent de l'automatique. La principale motivation
de ce domaine est la construction de l'ordinateur quantique et ’amélioration des tech-
nologies de la théorie de 'information quantique (cryptographie quantique, téléportation
quantique...).

L’un des problemes auxquels il se heurte aujourd’hui est que nous sommes actuellement
incapables de coupler des systemes quantiques de facon efficace, ce qui serait nécessaire
par exemple a la construction de 'ordinateur quantique.



Chapitre 2

Modélisation du systeme quantique

2.1 Rappels de mathématiques et d’automatique

2.1.1 Exponentielle de matrice

Nous allons présenter dans cette section quelques résultats importants concernant 1’expo-
nentielle d'une matrice.
Dans la suite de cette section, n € N*, et I représentera la matrice identité de M,,(C).

Proposition 2.1.1. Soit A, B € M, (C),
{A,B} =0 = B =ed. B
Proposition 2.1.2. Soit A, B € M,,(C),
AB=BA = AP =¢PA (2.1)
AB=-BA = AP =ePA (2.2)
Proposition 2.1.3. Soit z € C, A € M,,(C),
Si A*=1 alors e**=cosh(z)-I+sinh(z)- A

Démonstration. On utilise la définition de ’exponentielle matricielle.

zA - (zA)k
VZ c (C, e = Z T
k=0
00 2k 00 2k+1

z

_ Z (2k> Z a1 A2k+1

- <§ ) <k02;’;“)>14

= cosh(z) - [ +sinh(z) - A
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Corollaire 2.1.4. Si A2 =1,z € R alors

e = cos(z) - I +sin(x) - A (2.3)

2.1.2 Produit tensoriel
Définition 2.1.5. Pour, A € M,xm(C), B € M,,(C),

CLLlB e CLLmB
A ® B = ai,jB
an1B ... apmB

Proposition 2.1.6. Pour (e;)ic1, base de E, espace vectoriel, et (f;)icic; base de F, un
autre espace vectoriel :

(e; ® [)jerxs est une base de E® F

2.1.3 Erreurs

Il sera intéressant pour nous de quantifier les erreurs que nous faisons afin de pouvoir criti-
quer nos résultats. Pour cela nous allons introduire deux types d’erreur que 1’on rencontre
souvent en automatique.
Pour quantifier ces erreurs, il nous faudra une distance d, et en contrdle quantique nous
choisirons d telle que :

e 0 <d(|v),|¢)) <1, d peut étre lue comme un pourcentage de différence.

e d(|1),|p)) = 0 & |Y) ~ |¢) au sens d’'une relation d’équivalence 2.2.1 que nous

définirons page 11.
o d(|1),|p)) = 1< (P]|p) =0, la distance est maximale si les états sont orthogonaux.

Tracking error

Cette erreur est celle entre la trajectoire de référence que I'on veut suivre et la trajectoire
réelle que l'on suit.
tracking error = d(état,.s, état)

Knowledge error

Cette erreur est celle entre la trajectoire réelle que 'on suit et la trajectoire estimée, celle
que 'on pense suivre. -
knowledge error = d(état, état)

ou état désigne I’état estimé.
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2.2 Rappels de mécanique quantique

2.2.1 Fonction d’onde

On considere en physique quantique qu’un systeme ne peut plus simplement étre décrit par
des données comme sa position ou sa vitesse, il faut le décrire de fagon probabiliste, et pour
ce faire, on introduit la notion de fonction d’onde ¥ (r,t). ¢ est une fonction d’un espace
de Hilbert H muni d'un produit scalaire sesquilinéaire noté (.|.) a valeurs complexes. En
particulier, cette fonction d’onde est reliée a la probabilité dP de présence de la particule
dans un volume dV autour de la position r par la relation dP = [¢/(r)|?dV. On comprend
ici que le sens physique est porté par Pamplitude de probabilité |)|? et non par la fonction
d’onde directement.

Plus précisément, dans ce rapport nous travaillerons exclusivement en notation de Dirac.

Notation ket : A ¢ on associe |1), le vecteur vérifiant 1) = (r|¢))
|1)) ne dépend explicitement que du temps.

Notation bra : (1| est une forme linéaire telle que Yo € H, (¢|(|9)) = (¥|9)

Propriétés élémentaires
e Va € C, (aly))! = a*(y|. T désgine le transconjugué.
o Va € C, (a|y))* = a*|y*). x désigne le conjugué.
e (Y|yp) = 1. On dit que |¢)) est normé. Cela traduit le fait que l'intégrale sur tout
I’espace des amplitudes de probabilité vaut 1.

Equation de Schrédinger :  L’évolution de [¢)) au cours du temps est donnée par

d i

2 = — i H
ou H est le Hamiltonien du systeme, un opérateur hermitien pouvant éventuellement
dépendre du temps t.

Dans tout ce papier, nous poserons h = 1 pour alléger les calculs, c¢’est simplement un
changement d’unité. Nous écrirons alors I’équation de Schrodinger :

d ,
S0y = —iHp) (2:4)

10
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Relation d’équivalence : Comme dit ci-dessus, le sens physique est porté par 'ampli-
tude de probabilité et non par la fonction d’onde directement. Nous allons donc ici définir
une relation d’équivalence :

1Y) >~ |¢) < ¢ et ¢ ont le méme sens physique.

En pratique, cela signifie que les amplitude probabilités sont égales, donc pour deux ket
normeés :

[¥) = [¢) & 30 € [0,2n[, [) = ¢”]¢)

2.2.2  Qubit seul

Un Qubit est un atome possédant deux niveaux d’énergie. Nous noterons g 1’état fon-
damental ("ground state') et e l'état excité ('exicted state'). Pour un atome a deux
niveaux,(|g), |e)) désignera la base orthonormée de H, formée de 'état fondamental |g)
et de I'état excité |e). La fonction d’onde d’un tel atome est alors de la forme :

%) € {cqlg) + cele), (cg, ce) € T2 el + [eef* = 1}

La probabilité de mesurer le systéme dans Détat g (resp. e) est |cy|? (resp. |ce|?). Aprés
la mesure, la nouvelle fonction d’onde est la projection de I'ancienne fonction d’onde sur
I’état mesuré.

—|c)

U
AanNnS

|9)

FIGURE 2.1 — Représentation schématique d'un atome a deux niveaux. u est un controle
qui, a une certaine fréquence, peut provoquer la montée ou descente en énergie de I’atome.

2.2.3 Paire de Qubits

Nous considérerons tout au long de ce rapport le systeme composé de deux Qubits. Si nous
appelons H; 'espace de Hilbert associé au premier Qubit et Hs celui associé au deuxieme,
alors 'espace de Hilbert associé a la paire est H = H;, @ Ho. Par symétrie H, = Ho, et ces
espaces ont pour base (|g), |e)). H a donc pour base (|g) ® |g),|g) @ |e),|e) @]g),|e) @ |e)).
On notera les éléments de cette base de fagon plus concise : (|gg), |ge), leg), |ee)).

11
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La fonction d’onde est une superposition quantique des états possibles.

Exemple 2.2.1. Si nous appelons |11) la fonction d’onde décrivant le premier atome et
|1a) celle décrivant le second, la fonction qui représente l'état total du systéme des deux
atomes est

V) = |¥1) ® |12)

2.2.4 Matrices de Pauli
Définition
Considérons les opérateurs suivants sur H :

L= [e){e] + lg){gl,
S =lg)el, Sy =8"=le){gl. X =8 +84 = Ig){e|+e){ql, (2.5)
Y =i§ — i8S, =ilg)(el —ile)(gl, Z =58 —-88, =le)(e| —g){gl

X,Y et Z sont les opérateurs agissant sur le spin d’un atome a deux niveaux, ce sont les
spinneurs 2D. Dans la base (|g), |e)) ils peuvent étre représentés sous la forme de matrices

de M,(C) :
NERST RS

(00 v=(05) 2= )

Sous cette forme, X, Y et Z sont appelés les matrices de Pauli.

Cependant, dans 'espace produit de la paire de Qubits, il nous faut définir des opérateurs
sur My (C). On définit pour un opérateur O de My(C), les opérateurs de My(C) :

O, =001e0,=1IR®0

Propriétés
Commuation : Les matrices de Pauli satisfont les relations suivantes :

XY=-YX=iZ, YZ=-2Y =1X, ZX=-XZ=1iY (2.6)
On peut en déduire (X, Y] =2iZ,[Y,Z] =2iX, [Z, X]| =2iY.

12
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Exponentiation : Etant donné que les matrices de Pauli sont des racines de lidentité,
elles vérifient la propriété 2.3 et ainsi V6 € R,

X =cosf+isinfX, Y =cosf+isinfY, €% =cosf+isinfZ. (2.7)

2.2.5 Intrication quantique et concurrence
Intrication

Dans l'exemple 2.2.1 nous avons décrit la fonction d’onde du systeme de deux Qubits
comme le produit tensoriel des fonctions d’ondes des deux atomes. Pourtant, cela n’est pas
toujours possible. Si c¢’est possible, on dira que le systeme est dans un état séparable,
dans le cas contraire, on dira que le systeme est dans un état intriqué.

Exemple 2.2.2. Par ezemple, on pourra remarque que |) = ==|gg) + %|ee> est un état

2
intriqué.

Exemple 2.2.3. |[¢)) = %|gg> + %\ge} est par contre un état séparable. Il suffit de se
rendre compte que

Concurrence

Dire si un systéme est dans un état intriqué ou séparable n’est pas d’une grande difficulté
pour une paire de Qubits. Néanmoins, quantifier I'intrication du systeme est beaucoup plus
dur. Pour cela nous faisons intervenir la notion de concurrence C € [0, 1]*. Si C(v)) = 0, le
systéme n’est pas intriqué alors que si C(¢)) = 1, le systéme est maximalement intriqué.
Pour un systéme de deux Qubits, [1] nous donne une formulation explicite de la concur-
rence :

C(Y) = |(¥|Y 1Y otb*)| ou ¥* est le conjugué complexe de 1.

2
plusieurs fagons, mais la plus simple est d’écrire le systeme sous forme matricielle dans la

base (|g9), |ge), |eg), |ee)). Alors

Exemple 2.2.4. Calculons C(v) pour |1) = 2=|gg) + %|ee>. Il est possible de le faire de

1 0 -1
0 0
) = —= , Y'Y =YQY =
0 0
1

o= O O
OO = O
o O O

—1

Ainsi C() = 1| — 2| = 1.

2

13
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Exemple 2.2.5. Dans le cas de 1)) = %]gg) + %|ge), on pourra vérifier que la concur-
rence est nulle.
0
Sous forme matricielle (| = )T = %(0 0 —i 1 ) et |¢v*) = % _O Ainsi
1

C)=2(1-0—i-040-140-—i) =0.

2.3 Dynamique du systéeme

2.3.1 Hamiltonien d’interaction

Nous considérons que notre systeme est soumis a un Hamiltonien d’interaction locale de

la forme
H;,,=kZ Z,

Notre but ici ne sera pas de démontrer qu'une interaction locale entre deux qubits conduit
a un Hamiltonien d’interaction de cette forme, c’est un résultat de la physique quantique
que nous admettrons.

2.3.2 Hamiltonien de controle

De plus, on admettra que par 'action d’un champ électromagnétique sur I'atome ¢ = 1,2
a pour effet d’ajouter un Hamiltonien au systeme de la forme

ou u;, v; et w; sont des fonctions réelles que 'on peut choisir librement. En pratique,
ce champ électromagnétique est généré par un laser, dont la phase et l'intensité vont
déterminer les fonctions w;, v; et w;. Nous n’étudierons pas non plus la facon dont on
peut créer ces Hamiltoniens, nous allons nous concentrer sur le controle de I’'équation de
Schrodinger grace a ces fonctions u;, v; et w;.

14
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Hivzt = kZIZZ
Atome 1 Atome 2

— T

H\(t)=10x, + 20y,  ullz ‘ Hy(t) = " Xo+ Y2 + "0 2,

FIGURE 2.2 — Schéma de la paire de Qubits avec les Hamiltoniens d’interaction et de
controle.

15



Chapitre 3

Controéle du systeme idéal

On peut se demander, pourquoi essayer de modéliser un systeme idéal (i.e simplifié) alors
qu’on pourrait directement modéliser le systeme réel 7 Il se trouve que modéliser un systeme
simplifié a tout d’abord eu une vertu pédagogique au début de mon S3 Recherche, mais
surtout, il sera beaucoup plus simple de trouver des lois de contrdle pour le systeme simplifié
que nous allons ensuite adapter au systéme plus complexe. Trouver des lois directement
pour le systeme complexe est bien plus ardu.

De plus, si nos simulations ne fonctionnent pas dans le cas du modele simplifié, nous saurons
directement que ce n’est pas la peine de continuer dans cette voie, il ne sera pas utile de
modéliser le systeme complexe.

3.1 Hypotheses

Nous allons donc imposer des hypotheses simplificatrices. Nous supposons que :
e Le systeme quantique est fermé, il n’a aucune interaction avec ’extérieur.
e Son état |¢) est connu a tout instant.

3.2 Controle en boucle ouverte

3.2.1 Transformation de I’équation différentielle

Avec une loi de controle constante w sur X des deux atomes, le Hamiltonien du couple de
Qubits s’écrit :
w
H - Hint + §(X1 + Xz)

Définissions &, la variable d’état du systeme tournant :

16
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wt

£t) = e%(X1+X2)|¢>
Ainsi, en utilisant ’équation de Schrodinger 2.4 :

Twt
= (

; 1wt
14 (t) = %J(Xl +X2)€7(X1+X2)|¢> —e X1+X2)iH‘77D>

dt
iwt

— 0—ie 2 (X1+X2)Hint’¢>
wt
= —’L.k?GT(X1+X2)Z1Z2|¢>

Comme X; et X5 commutent

jwt Lwit wt
Ssloaxn _ x|

On remarquera également que X,; et Z; commutent si ¢ = j et anticommutent si ¢ # j.
Ainsi

iwt
—E(t) = —ike 2 KXz, 70|y
iwt iwt
= —ike2 Kt X) gz 7,772 Kt X2) 4y par définition de &

= —ike2 XXz Zem 2 Ko 2 X2 g(p)
1wt wt

wt
= —ike2 XX g o~ Xz e 2 X (1) (Bg:2.1)

wt wt wt
= —ike2 KX iz )2 X2Z,) €(t) (Eq:2.2)
— —ikeiwt(X1+X2)ZIZQ f(t)

Nous allons travailler sur cette équation plutdt que sur celle en |¢) car nous pourrons la
simplifier grace a ’approximation dite du champ tournant.

3.2.2 Approximation du champ tournant

Simplifions I’équation suivante :

Ccli (t) _ —ikeiwt(X1+X2)21Z2 g(t)

Pour cela, nous allons ajouter une hypothese afin de pouvoir la résoudre analytiquement.
Nous allons supposer || > 1, ce n’est pas vraiment contraignant puisque & est une donnée
du systeme et w est une valeur que nous pouvons fixer librement dans les limites de la
puissance de 'actionneur.

Nous allons maintenant utiliser ce que ’on appelle 'approximation du champ tournant (cf

17
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twit(

figure 3.1). C’est-a-dire que si || > 1 on peut remplacer e Xi+X2) par sa valeur moyenne

temporelle. Montrons que :
ket %)z, 7y ~ K202, + iYa) = Hgy

ou H sy est le Hamiltonien effectif du systeme tournant.

Démonstration. Tout d’abord, comme X7 = I, on a par 2.7 :
et Xi = cos(wt) + i sin(wt) X

Comme X et X5 commutent, I’exponentielle de leur somme est le produit des exponen-
tielles, ainsi :

et XtXe) 7 7, ( cos?(wt) — sin®(wt) X 1 X5 + 4 sin(wt) cos(wt ) (X | + Xg)) 7

= cos®*(wt) 2y Zy — sin®(wt) X1 Z1 X2 Zo + i sin(wt) cos(wt) (X121 Zo + Z1 X 2 Z5)

Or d’apres, 2.6 X,;Z; = —iY; donc :

Wt XitXe) 7 70— cos?(wt)Z1Zy + sin®(wt)Y 1Y 5 + sin(wt) cos(wt) (Y +Y5)

Ainsi .
E{ezwt(X1+X2)Zl%] = %(Z1Z2 + YlYQ)

L’équation que nous avions devient alors

d
af(t) = —iH 55 (1)
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w W
\E\ﬁl =] > 1

Trajectoire réelle

Trajectoire moyenne

FIGURE 3.1 — Illustration de 'approximation du champ tournant. Plus le rapport |7| est
grand, plus la trajectoire réelle est proche de la trajectoire moyenne.

3.2.3 Maximisation de l’intrication a Tj

Cela est tres utile, la nouvelle matrice Hamiltonienne est constante, et, grace a sa forme,
il va étre aisé de former son exponentielle.
En effet, il suffit de remarquer que Z1Z5 et Y 1Y 5 commutent :

2,25, Y\Ys| = Z\Y1Z:Y 5 — (~Z,)Y1)(—Z5Y5) =0
.. _itH 7MYY fﬁzlzz 2 2
Ainsi e "Hefr =72 172072 . De plus, comme (Y1Y5)” = (Z,Z)” = I, nous pouvons
utiliser la relation 2.3. Finalement et apres calculs :

1wt
= (

) = e X1+X2)(Cos2(%) + sinQ(%)Xle — isin(%) COS(%)(lez + Yin)) |0) =0

Si le systéme est initialement dans son état d’énergie le plus faible alors [¢),—o = |gg). En
pratique, cet état initial est facile a obtenir.

Par calcul en injectant la condition initiale dans I’équation ci-dessus, on obtient un expres-
sion de la concurrence simple : C(¢)) = sin®(kt). Ainsi, on remarque que pour Ty = I,
C(vr,) = 1. Le ket associé a cette concurrence maximale est :

(), = (cos?(52) — 1) lgg) — ;sin2<w;>(|eg> +ge)) + (cos®(52) — 55 )[ee)  (3.1)

Nous avons donc montré qu’avec un contrdle constant (u; = w > k) et un état initial

séparable, nous pouvons créer une trajectoire qui maximise la concurrence a t =Ty = ..
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3.2.4 Conserver 'intrication

Proposition 3.2.1. Pour une loi de controle de référence nul, c¢’est-a-dire u; = v; = w; =
0, on a:

C) =C(Yp) = L,VE>T) < % €27

Démonstration. Démontrons la condition nécessaire et la condition suffisante.
e Condition nécessaire : On sait d’apres ’équation 3.1 page 19 que :

9m, = (cos*(52) — 249)lag) — + sin(52) (eg) + 1ge)) + (cos?(52) — 157 Jee)

De plus, comme |)) vérifie I'équation de Schrodinger sans Hamiltonien de controle :
) = M(t — To)[¢)r, ot

M (t) = e "% = cos(kt)—isin(kt) Z1 Zy = ¢~ (|gg) (gg|+|ee) (ee|)+e™ (|ge) (ge|+|eg) (eg])

En utilisant la définition de la concurrence,

W i W —i —41 1 : W
1= C(¢r) = 3] (cos®(5¢) — ) (cos® () — 151) e + 151114(%) |

N
A B

Pour imposer un concurrence constante égale a 1, il faut avoir A =0 ou B = 0. Or
A # 0 car les cosinus sont réels. Nous imposons donc B = 0 = 57 € nZ < ¢ € 2Z.

e Condition suffisante : si on impose ¥ € 2Z, nous créons un ket particulier, ce que
I’'on appelle une paire de Bell :

L s
et T 4

’LZI' e:F
)1, = “5-199) + <75 lee) (3.2)

On peut vérifier que la concurrence vaut alors 1 V¢t > Ty. Puisque [¢) est solution
de Schrodinger, ) = M(t — Ty)|¢) 1, avec M défini ci-dessus. En calculant |1);

pour [¢) 7, défini ci-dessus :

C(tr) [(cos*(5) — 15*)(cos*(5) — 15)]

s
2

= o=

]

Ainsi, si on impose une condition supplémentaire : ¢ € 2Z, on créé une trajectoire dont la
concurrence est maximale a chaque instant ¢ > T en stoppant tout simplement le controle.
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3.3 Bilan sur la trajectoire de référence

Nous avons trouvé une trajectoire de référence permettant de maximiser I'intrication de
notre systéme en temps infini. La fonction d’onde |1)) suivant cette trajectoire sera notée
|9ref) et nous allons définir les fonctions de contréle assurant le suivi de cette trajectoire
de référence.

e Nous remarquons qu’entre 0 et 7Ty il n’y a un controle que sur les matrices X et
X5 donc seuls u; et us sont non nuls. Ils sont méme égaux a une valeur constante w.

e Pour t > Ty, il n’y a plus de contrdle, toutes les fonctions wu;, v;, w;, sont nulles.
Ainsi, le Hamiltonien de notre systeme de référence est

H, (1) :Hint‘i‘me'Tf(t)(Xl‘i‘Xz), (3.3)

ol t — U f(t) est défini de la fagon suivante :

w, site[0,T);

| (3.4)
0, sit>1Ty.

) = Tazy0) = |
Cependant, ce n’est pas en ayant simplement trouvé une loi de contrdle en boucle ouverte
que notre probleme est résolu. Pour suivre cette trajectoire de référence, il faut satisfaire
plusieurs hypothéses de fagon totalement exacte. Par exemple, on peut montrer que si on
n’a pas exactement 3 € 2Z, la concurrence du systeme ne reste pas a 1 mais oscille.
De plus, pour trouver cette trajectoire de référence, nous avons simplifié le systéme avec
I’approximation du champ tournant 3.2.2, le systeme réel ne se comportera donc pas exac-
tement comme celui de référence quand bien méme toutes les hypotheses seraient parfai-
tement vérifiées (ce qui est expérimentalement impossible). Le suivi de la trajectoire de
référence sera donc assuré par un contrdle en boucle fermé.

3.4 Controle en boucle fermée

3.4.1 Construction de la fonction de Lyapunov

Une fonction de Lyapunov est souvent une fonction similaire a 1’énergie du systeme. Ce-
pendant, dans notre cas, notre fonction de Lyapunov sera plutét une fonction distance
entre I’état de référence et I’état actuel.

Au début de mon semestre, j’avais travaillé avec la fonction V(v)) = 3||th — 1ef||?. Cette
fonction semble adéquate : elle est positive, nulle si et seulement ¢ = ,.; et on peut
trouver des fonctions de controle u;, v; et w; telles que sa dérivée soit négative.

Pourtant, cette fonction n’exploite pas la nature quantique de la fonction d’onde. En effet,

comme nous l'avions dit en 2.2.1 ce n’est pas 1 en soit qui porte un sens physique mais
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|4]. Le probleme majeur de cette fonction de Lyapunov est que V(¢) = 0 < [¢) = [¢yer)
alors que, comme dit dans 2.1.3 page 9, nous souhaitons plutot une mesure de distance qui
a un sens physique, c’est-a-dire que nous préférerions V(1) = 0 < [¢p) = |1bef), ce qui est
moins contraignant que 1’égalité totale entre ces deux ket.

Ainsi, on pourra remarquer que V(1)) = 1 — [{(¢|th,es)|? est aussi une fonction candidate de
Lyapunov.

Proposition 3.4.1. V vérifie
1.0<V() <1

2. V() =0 & [¥) = |ter)
3. V(1) =16 (|thres) = 0

Démonstration.

1. Comme (P|t) =1 = (Yref|threr) (relation de normalisation), I'inégalité de Cauchy-

Schwarz 1nous donne |{§[tre) | < (6110) (Wyesltner) = 1 V() > 0.
Nous avons également |(1|t),cr)|* > 0, dou V(¢) < 1.

2. SiV(¢) = 0 alors [(Yres|thres)|® = 1 = (1) (Ures|thres). On est dans le cas d’égalité
de Cauchy-Schwarz, donc 3\ € C, [¢)) = A|[¢),cf). Comme [¢)) et |1),.r) sont normés,
N =1&30 R X=¢e" Ainsi 30 € R, [¢)) = €®|),es), cela signifie que 'état réel
et I’état de référence sont identiques au sens de la relation d’équivalence 2.2.1.

La condition suffisante est triviale : si [¢)) o |tef) alors (¢[ir) = 1 d’ou V(¢p) = 0.

3. Immédiat par définition de V.
O

Ainsi, nous avons montré que V(1)) = 1 — [(¢|tbref)|* dispose de propriétés intéressantes,
ce sera donc notre fonction candidate de Lyapunov.

3.4.2 Loi de controle

Nous allons désormais chercher une de loi controle pour le systeme, c¢’est-a-dire que nous
allons chercher des fonctions u;, v;, w; qui assurent que V <0.

Ces méthodes ont été établies par P. Rouchon et M. Mirrahimi [6].

Dérivons alors la fonction V' et trouvons une condition suffisante pour assurer sa décrois-
sance.

Tout d’abord, on rappelle que 1) et |1,f) sont soumises a 1’équation de Schrodinger.
%Wmﬁ = —iH,cf|tref). Le Hamiltonien associé¢ est H . défini en 3.3 page 21.
5|¥) = —iH]|y). Le Hamiltonien du systéme est cette fois le Hamiltonien total avec
le contrdle en boucle fermé

2
uq(t vi(t w;(t

2
i—1
Hipt {

Hcont
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Pour simplifier les notations nous appellerons H.,,; le Hamiltonien de contrdle et
on appelle (f;)o<j<e les fonctions u;, v;, w; tel que f1 = uy... f¢ = we. De méme, nous
appellerons (Mj)OSjSG les matrices Xi; YZ‘, ZZ tel que M1 = Xl...M6 = ZQ.

CWlbes) = ((ODrer) + ()
= <_iH|w>)T|wref> + <w’(_iHT€f|wref>>
= < |H_ Href|¢ref>

= %Z 1) IMver)

Ainsi,

ZVW) = = () )
- —jt«wwwm (res ) = ( (e (Wresle) )’
= 2 e F(lres)) (sl

= = Re(0 0 = £ (M ) (W)

J=1
6

= =205 = ) I ((ldrer) (Wres| M 1))

J=1

Nous devons donc choisir les fonctions f; telles que %V(w) <0.
On peut remarquer que c’est le cas pour

f5 = £+ g5 - T (@l hres) (rer | M |10))

ou g; est un gain strictement positif, i.e g; > 0. Pour des raisons de simplicité, nous
choisirons g; = ¢ Vj, une constante que nous choisiront grace aux simulations. Ainsi,
comme Uypef(t) = w lpor, (cf équation 3.4), nous avons :

ui(t) = wlpmy(t) + g Im((@[res) (res| X 1l10))
up(t) = w Lpm(t) + g Im((W[res) (Wres| Xal0))
ni(t) = g Im((Wrer) Wres|Y1]1))
va(t) = g Im((Blibres) (Wres[Y[0)))
wi(t) = g In((Qbres) (Wres| Z1[1))
wa(t) = g IM((Wres) (res| Za]0))
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3.5 Simulations

Nous allons dans cette section comparer les résultats des lois de controle en boucle ouverte
et en boucle fermée et tester leur robustesse.

Hypotheses de la simulation

Nous avons ajouté des erreurs afin de tester la robustesse des lois. La trajectoire de référence
est calculée au préalable de facon théorique avec comme données :

b |1/Jref>0 = |gg>

® kep=1etwer=4

e Nous intégrons toutes les équations différentielles avec un pas de temps de 0.01 SI
(en unités SI car nous avons choisi i = 1).

On peut remarquer que nous avons déja violé une hypotheése qui assure que le modele
réel pourra se comporter comme le systeme de référence : |°,::—:; > 1. Normalement, la
trajectoire de référence devrait étre dure a suivre pour le systéme réel, car 'approximation
du champ tournant dans notre cas est tres grossiere.

Nous avons choisi d’ajouter des erreurs pour le systeme réel :

e |1)g = |eg). On simule une erreur d’état initial.

e k=10.95et w=4.8 On a 5% d’erreur sur k et 20% d’erreur sur w, on simule le
fait que k et w ont été mal mesurés est que les k et w réels sont différents de ceux
choisis en référence.

e Nous ajoutons un retard sur la commande de 15 pas de temps.

Ainsi, nous n’avons pas non plus |¢| > 1 mais de plus, nous n’avons plus non plus § € 2Z
puisque £ = 5.053.

Gains : FEn testant en simulation, les gains suivants ont été choisis empiriquement.
e Pendant la phase de création de 'intrication ¢ € [0, Tp], nous avons choisi

g=08-w=384
e Pendant la phase de conservation de l'intrication ¢ > Tj, nous avons choisi

g=>5-k=4.75
Par ailleurs, nous avons également imposé v; = 0 = w;, le systeme étant déja controlable,

il suffit des u; pour le faire converger.

Courbes
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— Open-loop
Closed-loop ||
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Concurrence
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FIGURE 3.2 — Evolution de la concurrence au cours du temps. On remarque que le systeme
bouclé converge vers une concurrence de 100% alors que le systéme sans rétroaction voit
sa concurrence osciller entre 3% et 95%.
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— Open loop
Closed loop

0 . .
:_1 ................................................................... — Openloop | - -
N 0 LN Closed loop ]
™
) B b NG R i
I é 10

0 2 Time[Ty

FIGURE 3.3 — Evolution de la fonction de Lyapunov en échelle classique et en échelle
logarithmique. On remarque tres clairement que la rétroaction permet d’obtenir une grande
précision alors qu’en boucle ouverte nous n’arrivons méme pas a approcher |t,.s).
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Chapitre 4

Controle du systeme réel

Nous allons ici étudier le systéme de facon beaucoup plus rigoureuse en considérant que :
e Notre systeme peut avoir des interactions avec I'extérieur.
e Nous ne connaissons pas son état a chaque instant.
e Notre matériel expérimental n’est pas parfait non plus.

4.1 Les systemes quantiques ouverts

4.1.1 Matrice densité

Les fonctions d’ondes sont extrémement utiles pour décrire des systemes quantiques. Ce-
pendant, lors que le systeme est ouvert, c’est-a-dire qu’il soumis a des interactions avec
Iextérieur, de nouveaux effets indésirables apparaissent, et décrire I’état du systeéme avec
|1)) n’est plus possible. En effet, il n'y aurait plus seulement [¢) du systéme, mais égale-
ment les états des systemes extérieurs! Nous allons alors décrire I’état du systeme par p
que l'on appelle la matrice densité. Pour la paire que Qubits, p € My(C).

On peut comprendre p comme la somme des projecteurs sur les états des systémes qui inter-
agissent : p =3, a;|1;) (15| o les «y; sont des facteurs de normalisation tels que Y-, a; = 1.
Pour un systeme quantique fermé, la seule fonction d’onde en jeu est celle de la paire de
Qubits, et donc p = [1)(¢]. Dans ce cas, on dit qu’on est dans un état pur. Dans le cas
contraire, on dit qu’on est dans un état mixte.

Exemple 4.1.1. p = iI représente un état mizte non intriqué.

4.1.2 Concurrence

Malheureusement, on ne peut pas étendre la caractérisation de la concurrence que nous
avions utilisée précédemment pour le systéme fermé de deux Qubits. L’article [1] nous
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donne une formule explicite de la concurrence pour la paire de deux Qubits.
En [1], nous avions

C(¢) = [(V[Y1Y,[¢7)]

On pourrait alors essayer d’étendre cette formule en posant

Clp) = (<¢|Y1Y2|¢*)(¢*|Y1Y2|¢>>% car Y,Y 5 est réelle.

= (Tr(pY1 Y20 Y Y3) )’

Mais cela ne fonctionne pas. Par exemple, pour p = %I qui est un état mixte non intriqué,
on obtient C(p) = 3, c’est absurde. L’article [1] nous donne une formule pour calculer cette
concurrence.

1
On considere \;, ¢ = 1..4 les valeurs propres de la matrice (leng*Y1Y2> ? (qui sont
définies car ces matrices sont hermitiennes). La concurrence est :

C(p) = max (0, 2m;3x()\i) — Z )\i) (4.1)

4.1.3 Mesure et décohérence
Considérations générales

Contrairement la partie 3, nous ne supposons plus que nous avons acces a l’état de notre
systeme a tout instant, il nous faut faire des observations sur le systeme afin de pouvoir
estimer son état.

Or I'une des particularités de la physique quantique est que 1’observation modifie ’état du
systeme : cela est donc un phénomene qu’il nous faudra prendre en compte, et il faut avoir
conscience que cette modification de 1’état du systeme ne va pas du tout dans notre sens,
au contraire, cela a tendance a briser I’intrication de notre systeme.

De plus, par observation, on entends toutes les interactions avec I'extérieur, et donc il y a
les mesures volontaires, celles que 1’on effectue pour obtenir des informations sur le systéme,
ainsi que des mesures involontaires, dues a une mauvaise isolation du systeme. Ces mesures
involontaires, donc non lues, provoquent ’effondrement de la fonction d’onde : c’est ce que
I'on appelle la décohérence quantique. De fait, cela détruit I'intrication du systeme.

Nous modéliserons ces deux effets dans les simulations.

La mesure en pratique

Nous allons considérer dans nos simulations que nous faisons une mesure selon

Z;, i =1,2 de chaque atome régulicrement.

De plus, nous allons considérer que les détecteurs quantiques chargés de mesurer les données
du systemes sont imparfaits, ils ont une efficacité de détection n < 1.
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4.1.4 Fidélité et nouvelle fonction de Lyapunov

Nous avions parlé de distance entre deux ket en 3.4.1 page 21. Par exemple

(6, 9) = 1= [(gl¥)]”

était une distance tres intéressante, nous en avions déduit notre fonction de Lyapunov.
Comme

[(ol)* = (olv)(¥le)
= Tr((¢l¥){¥]0))
= Tr ()@l ) (el)

On peut alors se dire que la fonction
(p,o) = 1=Tr(p o)

sera également intéressante et pourra étre notre nouvelle fonction de Lyapunov. Mais nous
allons devoir nous en assurer.

Il est possible pour un systéme quantique ouvert que Tr (p?) < 1 et donc 1 — Tr (p p) > 0.
Cela ne satisfait pas la propriété de base d’une distance. Nous allons donc faire appel a la
notion de fidélité qui nous permettra de construire une distance ayant de bonnes propriétés
sur les systemes quantiques ouverts.

Par définition, la fidélité est :

F(p,o) = (Tr ( \/ﬁa\/ﬁ> )2

ou ,/p désigne la racine de la matrice p que 'on peut définir puisque p est hermitienne
positive par définition.

La fidélité va jouer le role du terme |{¢|1))|* que nous avions dans notre précédente fonction
de Lyapunov.

Proposition 4.1.2. La fidélité vérifie les propriétés suivantes :
1. F(p,0) = F(o,p)
2. 0< F(p,o)<1et
3. Sip est pur (p=[)(|) alors F(p,o) = (¢|o|i)
4. Sipeto sont purs (p= Y)Y}, 0 = [$)(¢]) alors F(p,o) = [(g]¢)|”

Ainsi 1 — F(p, o) est une distance qui semble appropriée.

Maintenant, rappelons-nous que prcf = |{ref) (Yref| est donc un état pur. Donce, F(p, pref) =
(Uref|pltrer) = Tr (prepp) d’apres la propriété 3. Cela est tres important, cela signifie que
la fonction

V(p) =1-Tr (prefp)
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aura bien toutes les propriétés souhaitées, nous allons donc la choisir comme fonction de
Lyapunov.

De plus, nous allons pouvoir définir les "tracking" et "knowledge" errors grace a cette
distance.

L’erreur de tracking sera tout simplement

Tracking error = 1 — F(p, pref) = V(p)
L’erreur d’estimation sera alors
Konwledge error =1 — F(p, p)
ol p est l'estimée de p.

On ne peut pas simplifier plus cette formule car dans le cas général p et p seront des états
mixtes.

4.2 Equation d’évolution du systéme

4.2.1 Equation de Liouville

Maintenant que nous avons introduit p la matrice densité (opérateur sur H = H; ® Ha),
nous allons chercher comment 1’équation de Schodinger se réécrit pour p. Tout d’abord,
nous allons étudier le cas du systéme quantique fermé, donc dans un état pur : p = |[¢)(¢].

Lo = Sunil + 0o ()
= —iHp+ piH
= —z’[H,p}

C’est 'équation de Liouville/von-Neumann.

4.2.2 Equation stochastique maitresse en temps continu

Cependant, dans un systeme quantique ouvert observé, I’évolution temporelle de p est
régie par la version généralisée de I’équation de Liouville ; I’équation stochastique maitresse
(Stochastic Master Equation). Celle-ci s’écrit :

dp; = <—i[Ha pe] + ZLuPtLJL - %(LiLupt + ptLlL,,)> dt

+ Z \/%<Lypt + ptLj, —Tr ((L,, + LI)Pt) pt> AW,
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Dans notre cas, ou l'on mesure deux valeurs sur Z; et Zy, L, = /2y Z, ou 7 dépend
de données expérimentales. De plus, le systeme est également soumis a des perturbations
parasites que ’on peut voir comme des mesures non lues qui provoquent de la décohérence.
On ajoute alors les termes suivants a I'équation : V; = /27~ S @I et Vo =127 I®S.
On remarque la présence de la matrice S = |g)(e| qui est en fait 'effet de la décohérence :
elle projette les états excités |e) sur les états non excités |g).

La équation stochastique maitresse en temps continu s’écrit alors :

2
dp; = (—i[H, p) + - (Lip Ly + Vip Vi = J(LILipy + o LIL; + VIV i + ptV}Vj))> dt

=1

2
+ Z \/ﬁ<Lth + PtL; —Tr ((Lj + L;)M) Pt) dWi: (4.2)
j=1

Le résultat d’une mesure est dy;; = /nTr ((Lj + L;)Pt) +dW,; ou dW;; est un processus
de Wiener de moyenne 0, de variance dt et n € [0, 1] est efficacité de détection.
4.2.3 Equation stochastique maitresse en temps discret

En utilisant la formule d’It6, on peut établir que le schéma de discrétisation suivant conserve
la trace, la positivité et I’hermicité :

2
M gy, p: M, + ) (1= Lp L+ VpVT)dt
=

Pt+dt = 2
Tr (MdytptMIlyt + 2 ((1 —n)L;p L} + VJPtVDdt)
=

2 2
ot My, =1~ (iH + ;];(LJL} +VVH)dt+ /i 2 dyely

Ce schéma de discrétisation a été établi par P. Rouchon.

4.3 Filtre quantique

Avec les systemes réels, contrairement a la partie 3 page 16, nous n’avons pas acces directe-
ment a 1’état du systeme. Nous devons estimer p. Dans la suite, nous noterons p 'estimée
de p.

Le filtre quantique est un observateur qui nous donne une fagon de construire p :

2
Mdytpthiyt + 321 ((1 - W)LthL;' + VthVDdt

Prvdt = 2
Tr ( M, 5 M, + ) ((1=n)L;p Ll + VﬁN})dz)
]:
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On peut remarquer que cette équation est tres semblable a 1’équation 4.3, I'information
sur le systeme réel étant la mesure dy;, cette information est utilisée pour actualiser p par
Vintermédiaire de Mg, , .

Ce filtre prend par ailleurs en compte I'action de la mesure sur le systeme !

4.4 Adaptation des lois de controle

4.4.1 Controle en boucle ouverte

Comme nous allons le voir, le travail que nous avons effectué sur les systemes fermés idéaux
est trés important, nous allons en déduire toutes les lois pour les systémes ouverts.
Pour la trajectoire de référence, nous allons simplement garder le méme controle

Uref(t) = w 1,1y (F)

Ainsi, la matrice densité de la trajectoire de référence est :

pref = [Yres) (Yre]

4.4.2 Controle en boucle fermée

De la méme facgon, nous allons généraliser les lois de controle 3.5 page 23 en remarquant
que :

<¢|¢ref><¢ref|M|¢> = Tr(<¢’¢ref><¢ref|M|¢>)

Tr ([0) (1 res) (Pres| M)
= Tr (pprefM)

Il en découle alors l'actualisation des lois de controle avec la formulation en matrices
densité :

u(t) = w 1[o,To}(t)+9'3m(Tr (pprefX1)>
up(t) = w lpm(t) + g - Im(Tr (ppres X))
n(t) = g-Im(Tr(ppresY1))
v(t) = g-Im(Tr(ppresY2))
wi(t) = g'jm(TT(PprefZﬂ)
wa(t) = g-Im(Tr(ppresZa))
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4.5 Simulations

4.5.1 Premiere simulation
Hypotheses de la simulation

Pour la trajectoire de référence, nous avons choisi

pres(t =0) =199){gg|

p(t =0) =|gg9){gg|. On peux choisir librement cette valeur.
kref =1et Wref = 10

Nous intégrons toutes les équations différentielles avec un pas de temps de 0.01 SI
(en unités SI car nous avons choisi i = 1).

La encore, comme dans la précédente simulation, nous n’avons pas vraiment |

w.

ol > L

Nous avons choisi d’ajouter des erreurs pour le systeme réel :

o p(t =0) = iI . On simule une erreur d’état initial. La nous avons un état initial
completement mélangé, de concurrence nulle.

e k=098 et w=12. On a 2% d’erreur sur k et 20% d’erreur sur w, on simule le
fait que k et w ont été mal mesurés est que les k et w réels sont différents de ceux
choisis en référence.

e Nous ajoutons un retard sur la commande de 10 pas de temps.

e Nous choisissons 2y = % On consideére que nous faisons des observations a un rythme
un ordre de grandeur en dessous du temps caractéristique du systeme. Cette valeur
m’a été donnée par Pierre Rouchon car elle est assez réaliste.

e Nous choisissons 2y~ = %. On considere que la décohérence a une influence, mais
un ordre de grandeur en dessus de l'effet des observations. La encore, cette valeur
m’a été donnée par Pierre Rouchon car elle est assez réaliste.

e Nous choisissons 7 = 0.85. C’est-a-dire que 'on considere que notre détecteur ne
réussit a faire que 85% des mesures. En réalité, les détecteurs sont plutot autour de

50%, j’expliquerai la raison de ce choix en partie 5.1 page 40.

Gains

En testant en simulation, les gains suivants ont été choisis empiriquement.
e Pendant la phase de création de l'intrication t € [0, 7], nous avons choisi

g=4-w =148
e Pendant la phase de conservation de l'intrication ¢ > Tj, nous avons choisi

g=30-k=294

Nous prenons en compte toutes les fonctions u;, v;, w;. Nous remarquons qu’il faut choisir
des gains bien plus forts que ceux choisis dans le cas idéal 3.5 page 24.
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Courbes

—

----- Reference
Estimated
Closed-loop

o
©
--I--

o
o=]
T

o

-
-l -

1

Concurrence

o
—_

o

0 5 10 20 35

Time[Ty

FIGURE 4.1 — Evolution de la concurrence au cours du temps. On remarque que si le filtre
quantique semble bien fonctionner (la courbe bleu suit la courbe noire), le contrdle est peu
efficace : la concurrence retombe rapidement vers 0.
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Tracking error
Knowledge error

30 35

Time[Ty]

log(Tracking error)
log{Knowledge error)

Fime Ty

30 35

FI1GURE 4.2 — Ces courbes confirment ce que l'on pensait : le filtre quantique converge,
I’estimation réussit, mais le contrdle échoue, l'erreur de tracking reste élevée, nous ne
sommes pas capables de contrer les effets diis a I’'observation et ceux diis a la décohérence.

Bilan : Tous nos efforts semblent alors réduits a néant, nous n’arrivons pas en adaptant
nos lois de controle aux systemes quantiques ouverts a obtenir des résultats satisfaisants.

4.5.2 Deuxiéme simulation

Ce probleme que nous avons soulevé est en fait un probleme de controlabilité : la trajectoire
de référence est tres dure a suivre car elle est tres réguliere. Pour donner une image plus
parlante, c’est comme si elle nous avait distancé des le début et ne nous sommes plus
capables de la suivre du tout.

Une idée que j’ai eue est alors de "dégrader" cette trajectoire de référence afin de la rendre
plus facile a suivre, i.e d’augmenter la controlabilité du systeme.

Pour la dégrader, on peut choisir d’imposer |::—:j: € (2Z+1), c’est-a~dire que la concurrence
de notre trajectoire de référence va se mettre a osciller en 0 et 100%.
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Hypotheses

Nous gardons les mémes hypotheses que dans la partie précédente, la seule différence sera
que wrep = 11 et nous prenons w = 13.2 = 120% - wi.
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Courbes
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FIGURE 4.3 — Evolution de la concurrence au cours du temps. C’est bien plus intéressant,
on remarque qu’on arrive a suivre un peu la trajectoire de référence désormais! Le filtre

quantique semble quant a lui toujours bien marcher. La concurrence moyenne que l'on

obtient est autour de 35% avec des pics de concurrence a 70%.
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Tracking error
Knowledge error

Pl N
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> _
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FIGURE 4.4 — Ici on remarque que bien que l'erreur de tracking soit plus faible que dans la
simulation précédente, elle n’est toujours pas faible, nous sommes assez loin de p,.f. Sans
retard dans le systéme, cette erreur de tracking tombe a 0.1. Le filtre quantique fonctionne
toujours, avec un peu moins de précision que précédemment, cela est di au fait que le
systeme varie beaucoup plus, il est plus difficile a suivre.
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FI1GURE 4.5 — Evolution de la concurrence au cours du temps. Cette courbe est une moyenne

sur 50 itérations afin de lisser les effets stochastiques et d’observer le comportement en
moyenne. on remarque qu’en moyenne on a une concurrence de 38% avec des pics moyens

a 56%
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Chapitre 5

Conclusion

5.1 Critique des résultats

Lors de la derniere partie, nous avons obtenu des résultats intéressants : nous avons montré
que nous pouvons controler dans une certaine mesure l'intrication d’un systeme de deux
Qubits. Il est intéressant de savoir que la question du controle de l'intrication de deux
Qubits a déja été étudiée récemment par J.F. Ralph et P. Rouchon en [5]. Avec une méthode
totalement différente, J.F. Ralph obtenait une concurrence moyenne de 35% avec n = 0.85
(ce qui est la raison pour laquelle nous avons fixé un tel 7). Nous obtenons alors des résultats
assez similaires (moyenne de 38%) a une différence majeure pres : nous avons des pics de
concurrence (& 60% en moyenne) et nous savons exactement lorsqu’ils se produisent ! Cela
est un résultat intéressant qui peut avoir des applications en calcul quantique, il suffirait
alors peut-étre de faire en sorte que le calcul se termine sur un pic de concurrence.

5.2 Part personnelle

Tout d’abord, rien de tout ceci n’aurait bien évidemment été possible sans mon tuteur P.
Rouchon qui m’a appris beaucoup de choses. Au début de mon S3 Recherche, M. Rouchon
m’a proposé ce sujet [l'intrication de deux Qubits| car il pensait qu’on pouvait obtenir
des résultats intéressants avec un controle en boucle fermé (J.F. Ralph ayant utilisé une
méthode bien différente).

M. Rouchon avait alors déja une idée de la facon de procéder dans les grandes lignes, et
mon premier travail de recherche fut de trouver la trajectoire de référence [iy.y).
Pendant ce semestre recherche, j’ai dii me familiariser avec de nombreux concepts peu
évidents (algebre tensorielle, filtre quantique, concurrence...), ma part personnelle est alors
I’adaptation de ces concepts au cas du systeme de deux Qubits.

Si je ne devais garder que les idées que je juge les plus personnelles, je dirais que ce sont
les deux suivantes :
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CHAPITRE 5. CONCLUSION

e Choisir un controle constant puis un contréle nul dans la trajectoire de référence en
imposant ¥ € 2Z en 3.2.3 pour que la concurrence reste a 100%.

e [’idée de "dégrader" la trajectoire de référence en 4.5.2 afin de pouvoir contrdler
tout de méme l'intrication du systeme réel.
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